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6 El modelo de Ramsey-Cass-
Koopmans en tiempo continuo

Diferencia con Solow: tasa de ahorro endogena.

6.1Preferencias y demografia

Hay un conjunto (con medida normalizada a 1) de familias
idénticas con funcién de utilidad instantanea u(c(t)) con las

siguientes propiedades:

(1) Esta definida en los reales positivos.
(ii) Es estrictamente creciente: u'(c(t))> 0.

(iii) Es concava: u"(c(t))<0



El ntimero de miembros de la familia es: L(t)=exp(nt)

Donde n es la tasa de crecimiento (constante) de la poblacion.

Suponemos que la familia es totalmente altruista respecto a
sus miembros futuros y decide cooperativamente. Entonces la
utilidad en el momento 1inicial es:

Jexpl- AL Eu(c(t)ot = [ expl- (o~ u(c(t)et

Donde p es la tasa subjetiva de descuento.
Supuesto: p>n

=» La utilidad no es infinita



La restriccion presupuestal (de flujo) de las familias es:

A(t) = r(t)A(t)+w(t)L(t)-c(t)L(t)
(1)

Donde A(t) son los activos en propiedad de la familia. En per
capita:

a(t)=(r(t)-na(t)+w(t)-c(t)
(2)

Notar: la restriccion de flujo no es suficiente como una
restriccion presupuestal de la familia, porque podria
endeudarse indefiniddamente.



La restriccion presupuestal intertemporal: a partir de la
restriccion de flujo (2), podemos obtener una restriccion para

el periodo [O,T ]

La restriccion de flujo es una ecuacion diferencial lineal no
homogénea con coeficientes variables. Podemos usar la
solucion de este tipo de ecuaciones para obtener la restriccion
presupuestal intertemporal, pero resulta mas ilustrativo
construirla del siguiente modo.

(1) Los activos per capita iniciales, capitalizados entre O y T,
equivaldranen T a:

a(O)eXp{

O'-—;—|

(r(s)—n)ds}



(ii) En cada instante t €[0,T |, la familia agrega a su riqueza

per capita la suma w(t)—c(t), que expresada en términos del
instante T es:

ot

La riqueza acumulada entre 0 y T por ingresos no consumidos
es entonces:

][W(t)_c(t)]exp[](r(s)_n)dsjdt

0

La riqueza per capita final es entonces i1gual a la suma de estos
dos términos:









S1 la economia terminara en T, la familia deberia en T tener
activos no negativos. En caso contrario, estaria dejando
deudas impagas.

S1 el horizonte fuera infinito se necesita una condicion similar
pero menos estricta: basta con que el valor presente de los
activos en el limite sea no negativo. Es decir que imponemos:

T

lim a(T )exp —j(r(s)—n)ds > ()

T oo
0

Esta es la condicion de que no hay juego de Ponzi.

Usando la condicion de que no hay juego de Ponzi en la
restriccion presupuestal con horizonte infinito:



-0 o < (0)+ [ - ) - ks

et exp(
0

Interpretacion: La suma descontada de los consumos no

puede superar a los activos 1niciales mas la suma descontada

de los ingresos laborales.

o'—-‘r—r
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6.2Caracterizacion del equilibrio

Definicion de equilibro competitivo: conjunto de senderos de
consumo, capital, salarios y retornos del capital tales que

(1) las familias maximizan su utilidad, dados el capital inicial y
los senderos de salarios y retornos del capital;

(1) las empresas maximizan las utilidades, tomando como
dados los senderos de salarios y retornos del capital; y

(i11) los salarios y retornos del capital son tales que todos los
mercados se vacian.
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6.2.1 Maximizacion de las familias

El problema que resuelven las familias es:

Maximizar jexp (p—n)tu(c(t))dt
(o) 0

sujeto a: a(t)=(r(t)—n)a(t)+wlt)—c(t)
lim a(t)exp{—j(r(s)— n)ds} >0

Definimos el Hamiltoniano en valor corriente:
H(t,a,c, ) =u(c(t))+ a(t)l(r(t)— n)a(t)+ w(t)—c(t)]
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Las condiciones necesarias para los senderos 6ptimos son:

(1) Condici6n de maximizacion del Hamiltoniano en la
variable de control

(18,0, 1) = (1)) - ult) =0
(3)

Nota: este Hamiltoniano es concavo y la solucion es interior.

(11) Ecuacion de movimiento de la variable de estado:

a(t)=(r(t)-na(t)+w(t)-c(t)
(4)
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(iv) Ecuacion de movimiento de la variable de coestado:

H.(t.a.c, )= ult)r(t)-n)=—z(t)+(p—n)u(t)

()
(v) Condici6n de transversalidad:
lim [exp(— (0 —n)t)u(t)a(t)]=0

(6)

Nota: estamos usando aqui la condicion “fuerte” de
transversalidad del teorema 7.13 en Acemoglu (2009).

Operando con las condiciones de primer orden podemos
obtener una caracterizacion mas explicita de la solucion:
1. Derivamos la condicion de Euler
2. Explicitamos la condicion de transversalidad.
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1. Derivacion de Euler

N

(1) Usando (5): /ljg =—(r(t)-p)

N

(ii) Usando (3): u'(c(t)) = u(t)
diferenciando:  u'"(c(t))e(t) = z(t)
Dividiendo por ,u(t) y dividiendo y multiplicando por C(t):

u"(c(t)e(t) e(t) _ )

u(ct) cft)  wlt)

(7)

(8)
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(111) Usando (8) en (7) obtenemos la ecuacion de Euler:

¢t) 1

o0 o)

9)
donde: ¢,(c(t))=- u" (e(t)elt) es la elasticidad de la

u'(c(t))

utilidad marginal respecto al consumo.

La condicion de Euler también puede plantearse en términos
de la elasticidad de sustitucion intertemporal del consumo.

Se define la elasticidad de sustitucion intertemporal como la
variacion proporcional en la razon de consumos en dos
momentos del tiempo que se asocia a una variacion
infinitesimal de las utilidades marginales correspondientes.
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Es una elasticidad de sustitucion convencional que mide la
concavidad de las curvas de indiferencia, s6lo que en este caso
nos referimos a consumo en dos momentos del tiempo.

A

Cs

Algebraicamente:
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cr(ts):— dlog(() ())
T dlog(u'(c(s))/u(e(t))

Supongamos que t < S y tomemos limites con S
aproximandose a t:

lim o(t, S):%

st

Aplicamos 1I’Hopatal:

 dllog(c(s)-logle®) _ (1cls)c(s)

>t d(log(u'(c(s)))—log(u'(c(t))))  (u"(e(s))/u'(c(s)))de(s)
o, (t)=1lim o,(t,s)= u(c(t) :

ot u ())&, (cl)
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Por lo tanto, la condicion de Euler puede escribirse como:

(10)

La elasticidad de sustitucion intertemporal determina la
velocidad a la que el consumo responde a la brecha entre la
tasa de interés y la tasa subjetiva de descuento.

Esta condicion de Euler es en apariencia muy distinta de la
que obtuvimos en el modelo de generaciones en tiempo
discreto, pero se puede mostrar que es en realidad una
condicion similar (no idéntica porque en un caso el tiempo es
discreto y en el otro continuo). La condicion de Euler para un
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individuo que maximiza una utilidad del tipo u(c, )+ Au(c,) y
accede a una tasa marginal de transformacion R era:

_ u'(cl): 1+

u'(c,) Cl+p

(11)
Donde pes la tasa subjetiva de descuento que se asocia al
factor de descuento f: B=1/(1+ p)

En esta Gltima ecuacion se ve que aqui también el consumo
esta creciendo (C1 < CZ) s1 p<r,aligual que en (10).
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Mas atn, se puede mostrar que “(11) tiende a (10)”” cuando los
intervalos que consideramos en el tiempo discreto tienden a
cero. Tomamos logaritmo natural en (11):

In(u'(c,))—1In(u'(c,))=In(l+r)-In(l+ p)

(12)
Podemos aproximar In(u'(c, )) usando una expansion en series
de Taylor:

inu'(c,)~ In(u(e )+ 4 e, —c,)

(13)
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Graficamente:

In(u'(c,))

A

Usando (13) en (12):

In(u'(c,))—In(u'(c,))

22

Ci ©C

In(1+r)-In(l+ p)
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Cancelo terminos y observo que si el intervalo tiende a cero y
las tasas ry p se hacen “pequenas” tenemos:

Finalmente, multiplico y divido el lado 1zquierdo por el
consumo C, y obtengo:

Es decir que, partiendo de la condicion de Euler del problema
de maximizacion de la utilidad de las familias en tiempo
discreto y “achicando” los periodos, obtuvimos una condicion
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de Euler analoga a la que obtuvimos en el problema de tiempo
continuo.

2. La condicion de transversalidad puede también hacerse mas
explicita:

Integramos la ecuacion de movimiento de la variable de
coestado en su version (7):

)= 0o - 6)- s |

0

Usamos (3) evaluada en t=0 en la expresion anterior:

y(t)=u'<c<o»exp(—i(ds)—p)dsj

(14)
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y sustituyendo en la condicion de transversalidad (6):

i (- (-0 - [e)- s | -0

0

Observando que la utilidad marginal es positiva (se puede
eliminar) y operando en los exponenciales:

ot o]

(15)
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Comentarios:

(15) es una condicion de transversalidad, es decir una
condicién que debe cumplirse en el sendero 6ptimo.

El valor presente de los activos mantenidos por la
familia en el infinito futuro debera ser cero: no tendria
sentido mantener mas activos dado que u’(c)>0.
Corresponde exactamente a la frontera del espacio
definido por la condicion de que no hay juego de Ponzi.
Condicion de que no hay juego de Ponzi es una
condicion de factibilidad de los senderos # condicion
de transversalidad (15) que es una condicion de
optimalidad que identifica un sendero entre los infinitos
posibles.

Condicion de transversalidad muestra que, en el optimo,
la condicion de que no hay juego de Ponzi es operativa
y, por lo tanto, es una restriccion importante.
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Conclusion: Los senderos 6ptimos de consumo y de activos
de las familias deberan satisfacer las condiciones (9) y (15).

Condiciones suficientes para el 6ptimo:

(1) EI Hamiltoniano en valor corriente es concavo y, por lo
tanto, también lo sera el “Hamiltoniano maximizado™.

(i1) Se verifican las condiciones necesarias.

(111) Falta mostrar que todos los senderos factibles satisfacen la

condicion:

lim [exp(— (o —n)t)u(t)a(t)]> 0

t—o0

27



Segun (14) y notando que la utilidad marginal del consumo en
cero es positiva:

lim {exp( p—nt) exp( j dsja t)}zo

0

Y operando:

i ] - ) s | o

Es decir que la condicion es que el valor presente de los
activos en el infinito es no negativo. Pero esta es la condicion
de que no hay un juego de Ponzi, condicidn que impusimos
para que la restriccion presupuestal de la familia estuviera

bien definida.
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Conclusion: Los senderos de consumo y de activos de las
familias que satisfacen las condiciones (9) y (15) son solucion
del problema de optimizacion.

Para determinar el sendero de equilibrio de la economia

competitiva, incorporamos las condiciones de maximizacion
de las empresas y de equilibrio de los mercados.
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6.2.2 Maximizacion de las empresas,

equilibrio de los mercados y equilibrio
general competitivo

Posibilidades de produccion en la economia:

Suponiendo rendimientos constantes a escala, podemos
escribir:

=)= F )=t

La ecuacion de movimiento del capital per capita es:
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k(t)= f(k(t))—(n+0o)k(t)-c(t)
(16)

Con mercados de factores competitivos:

Los activos incluyen:

(1) derechos sobre el capital

(1) préstamos a otras familias.

En el agregado, los préstamos a otras familias se cancelan:

a(t)=k(t)
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Como los activos son 1guales al capital, la tasa de retorno de
los activos es:

(17)

Y la condicion de transversalidad:

}im |: exp( dsﬂ =0

O'—-'l—l-

(18)
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6.3Equilibrio en el estado estacionario

Estado estacionario = estado en que el consumo, capital y
producto per capita son constantes.

En el estado estacionario debe cumplirse:  ¢(t)=0

Usando (17) esto implica que el capital del estado estacionario
(k*) sera:

f '(k* ) =p+0
En el estado estacionario debe cumplirse también que:

k(t)=0
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Usando esta condicion en (16) se obtiene el consumo en el
estado estacionario (C*):

¢' = f(k')-(n+5)K’
6.4 Dinamica de la transicion y unicidad
del equilibrio

La dindamica de la transicion esta dada por las ecuaciones (16)
y (17):

k(t)= f(k(t))—(n+0o)k(t)-c(t)

cft) 1 oy s
C(t) EU(C(t))(f (k(t)) o /0)

Tenemos una condicién inicial: k(0)=k, >0
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Y la condicion de transversalidad:

lim [k(t)exp(j(f '(k(s))—& - n)dsﬂ =0

o
0

6.4.1 La dinamica del consumo

El lugar geométrico de consumo constante esta dado por:

fi(k")=p+6
Es decir que el consumo no varia si k=k*.

A su vez, se verifica que:
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sik <k’ = f'k(t)-d-p>0 = ¢(t)>0
sik<k™ = f'(k(t))-6-p<0 = ¢(t)<0

Graficamente:

v
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6.4.2 La dinamica del capital

El lugar geométrico de capital constante esta dado por:
K(t)= F k()= (n+S)K(t)—c(t) =0

Es decir que el capital es constante si la familia consume:
c(t)= f(k(t))-(n+5k(t)

Y el capital es creciente s1 la familia consume menos que lo
que indica esta expresion y es decreciente si consume mas.

El lugar geométrico de capital constante:

(i) Pasa por el punto (k =0,c =0)

37



(1) Tiene un maximo en el capital de la regla de oro:

f'(Kgo)=N+0
Notar: p>n — kg, >k
frk) ]

po+0
N+o0




k* = capital de la “regla de oro modificada”. Es menor que ¢l
capital que maximiza el consumo del estado estacionario,
porque la familia tiene en cuenta todo el sendero del consumo
y es impaciente. Cuanto mas descuenta el futuro, menor es el
capital del estado estacionario.

» Regla de oro:

— Condicion que determina el capital en el estado
estacionario que maximiza el consumo en el estado
estacionario =

— Condicion que determina el capital en el estado
estacionario que maximiza la utilidad en el estado
estacionario.

« Regla de oro “modificada’:

— Condicion que determina el capital en el estado
estacionario que maximiza la utilidad a lo largo de
todo el sendero (desde el momento cero en adelante).
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. Por qué entonces obtuvimos k*<kro? Regla de oro no
considera bienestar de actuales miembros del hogar, solo se
preocupa por el estado estacionario. Cuando incorporamos
esta preocupacion, valoramos el consumo actual y, por lo
tanto, moderamos la acumulacion de capital.

Moraleja: No es Optimo maximizar el consumo en el estado
estacionario, si ello supone sacrificar excesivamente a los

actuales miembros del hogar.

(111) Con capital muy grande la reposicion supera al producto y
el capital cae para cualquier consumo no negativo.

40



41



6.4.3 EIl diagrama de fases y la estabilidad

en sendero de silla

Las infinitas soluciones del sistema diferencial: una para cada

par de condiciones iniciales (k(0), c(0)).

c=0

A

k*
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Descartando senderos:

» EXxceso de consumo. Si la familia eligiera ¢c(0)=c,, el
consumo que deberia elegir en los siguientes periodos
para maximizar utilidad seria tal que el capital se
reduciria continuamente. En algin momento, alcanzaria
capital cero y el consumo se volveria cero. En ese
momento, se violaria la condicion de Euler. La familia
dejaria de estar optimizando.

» Exceso de ahorro. Si la familia eligiera ¢(0)=cg, ¢l
consumo que deberia elegir en los siguientes periodos
para maximizar utilidad seria siempre decreciente. A
partir de cierto momento, el capital seria tan abundante
que se violaria la condicion de transversalidad.

« Esto es factible (no viola la restriccion presupuestal),
pero no es optimo: el valor presente del flujo de ingresos
estd superando al valor presente del flujo de consumao.

En este sendero hay exceso de acumulacion de capital.
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« Conclusion: dado k(0), el tinico sendero razonable es ¢l
que se 1nicia en Cc. Este es el llamado sendero de silla.

El sistema presenta estabilidad en sendero de silla:

c=0
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Notar:

El sistema diferencial en (k,c) determinado a partir de la
CPO de la optimizacion de familias y empresas admite
infinitas soluciones.

Seleccionamos una solucidn a partir de una condicion
Inicial k(0) y una condicion “final” o condicion de
transversalidad.

La condicion 1nicial esta dada por una variable, el
capital, que sigue trayectorias continuas.

El consumo no determina una “condicion inicial”,
porque es una variable que admite trayectorias
discontinuas (Jumping variable).

El consumo inicial se elige mirando hacia delante: se
elige de tal forma que la trayectoria posterior sea
sostenible y que maximice la utilidad intertemporal.
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6.5Dinamica comparada

Dos ejemplos:
(1) Caida en la tasa subjetiva de descuento
(1) Caida en la tasa impositiva al capital

6.5.1 Disminucion de la tasa subjetiva de
descuento

Disminucion de p significa mayor preferencia por el consumo
futuro, induciendo mayor ahorro.

Partimos de un estado estacionario. Cambio no anticipado.
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En el diagrama de fases: Se desplaza a la derecha el lugar
geometrico de consumo constante, ya que la condicion que

define los puntos de consumo constante es f '(k*): p+0

El lugar de capital constante no se modifica.

N C=0
C
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6.5.2 Caida en la tasa impositiva al capital

Se supone que el retorno del capital paga impuesto Ty el
producido de este impuesto es usado por el gobierno para
pagar transferencias de suma fija a las familias.

La tasa de interés que obtienen las familias se reduce a:
r(t)=(1-7)f'(k(t))-o)

La tasa de crecimiento del consumo esta dada por Euler:
¢(t)/c(t)= o, (t)r(t)- )

Y combinando ambas cosas:

c(t)/c(t) = o, (N1 - ' (k(t))-5)-p)
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El lugar geométrico de consumo constante resulta entonces en
k* tal que:

(-2l f'(k')-6)-p=0

=>» k* es decreciente en la tasa impositiva.

=» Reducir la tasa de impuestos al capital desplaza el lugar de
consumo constante hacia la derecha.
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Efectos de una reduccion en la tasa de impuestos al capital:

A

: 2

k

1
S

-

Notar: el consumo se reduce inicialmente en forma discreta.
Aument? el retorno del capital y las familias deciden ahorrar
mas. Luego, el consumo vuelve a aumentar y termina en un
nivel mas alto que el del estado estacionario inicial.
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