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7/ Programacion dinamica

7.10ptimizacion en tiempo discreto y horizonte
Infinito
Consideramos el siguiente programa:
sup > LU x() y(2))
()2,
sujeto a: y(t)e 5(t,x(t)) ; 120

x(t+1)= £(t,x(2), () ; =0
x(0) dado

donde: x(t) = variable de estado ; y(t) = variable de control



G(t,x(¢)) es una correspondencia que nos dice cual es el conjunto de los
valores factibles de la variable de control en t, dada la variable de estado

x(t).

El problema anterior puede reescribirse eliminando la variable de control:

Problema 6.1:

(0,x(0)=sup D" BU(,x(r),x(r+1))
SO

sujeto a: x(t+1)e G(t,x(t)) ; t=0
x(0) dado

Donde:

(0,x(0)) = funcidn de valor = valor obtenido cuando se adopta la
estrategia Optima partiendo del punto x(0) en t=0.



Ejemplo: Problema de crecimiento optimo
Max ZZO Bu(c(r))
te(0).c(0)f 2

sujeto a: k(t+1)= f(k(t))+(1-)k(t)—c(t) ; =0
k(t)=0 ;c(t)>0;k(0)> 0 dado

El problema de crecimiento 6ptimo puede escribirse facilmente bajo el
formato 6.1:

A{IC(D)C}OO D Bulf (k) + (1= 6)k(e)- k(e +1))
sujeto a: k(e +1)e [0 (k) + (- SW()] 5 120
k(t)=0 ; k(0)> 0 dado

Notar: en este caso, las funciones U y G no dependen directamente del
tiempo = problema estacionario.




7.2Programacion dinamica estacionaria

La forma estacionaria del problema 6.1 es el problema 6.2:

Problema 6.2 (formulacion secuencial):

V*(x(O))zs{u](o)} > PU(x(),x(z+1))

sujeto a: x(t+1)e G(x(t)) ; =0
x(0) dado

Formulacion secuencial: se trata de encontrar la secuencia infinita de x(t).

Idea basica de la programacion dindmica: transformar el problema
secuencial en uno recursivo, en el cual no se busca una secuencia infinita
de x(t) sino la funcion V(x).



Problema 6.3:

V(x)= sup {U(x,y)+ pV(y); para todo x e X

yeG(x)

La funcion de valor V() aparece en los dos lados de la ecuacion de Bellman
y queda definida entonces en forma recursiva.

El problema 6.3 es s6lo una reformulacion del problema 6.2:
ri(x(0) =2, ﬁfU ( () (e +1))

=U((O)x" W)+ 8> FUK (s +1)x" (s +2))
= U (0)x"(0)+ 7" (x" (1)

donde: x*(t) es la secuencia optima de x(t).



Una vez que se determina la funcion de valor, es sencillo encontrar la
funcion de politica y = (x). La funcion de politica queda definida
implicitamente por:

V(x) =U(x,7z(x))+pV(z(x));, para todo x e X

Teoremas de la programacion dinamica estacionaria

Queremos determinar condiciones de equivalencia entre las formulaciones
secuencial y recursiva del problema de programacion dinamica en el
sentido que toda solucion de una sea solucion de la otra.

Principio de optimalidad: si x*(?), t = (..., resuelve el problema
secuencial, entonces debera cumplirse:

vix'(c) =Ul().x' (¢ +1)+pr(x’(t+1)); =01,



A su vez, toda solucion de esta ecuacion recursiva debera dar el supremo
del problema 6.2.

Es decir que el retorno de un plan dptimo puede partirse en dos partes:
(1) el retorno del periodo actual y

(1) la suma descontada de los retornos futuros a partir del estado del
proximo periodo.

Acemoglu (2009, secciones 6.3 a 6.5) demuestra el principio de
optimalidad y otros resultados vinculados: existencia de soluciones,
unicidad, concavidad, monotonicidad y diferenciabilidad de la funcion de
valor.



Condiciones necesarias y suficientes de un sendero optimo:
(Acemoglu 2009, teorema 6.10)

Mostraremos que la solucion del programa de optimizacion puede
caracterizarse por dos conjuntos de condiciones:

(1) Ecuacion de Euler y
(11) Condici6n de transversalidad.

Se verifica un “s1y solo s1”:

si x*(t), t = 0...00, verifica (1) y (11), entonces x*(t) es solucion del problema
(suficientes) y

solo si x*(t) verifica (1) y (i1) puede ser una solucion del problema
(necesarias).



(1) Ecuacion de Euler

Consideremos la version recursiva del problema:

P(e(0)=  max U((0) e+ 1)+ A+ 1)

Se puede demostrar que V(.) es estrictamente concavo y diferenciable.
Entonces, en el Optimo debera cumplirse 1a ecuacion de Euler:

U, (x(¢),x*(t+1))+ gV (x*(¢+1))=0
donde: U es la derivada respecto al argumentoi = 1 o 2.

Interpretacion: en el sendero Optimo, s1 aumento x(z+/) un infinitésimo, el
cambio en la utilidad de hoy debe ser compensado exactamente por el
cambio en la utilidad futura.
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No conocemos todavia la forma de V(.), pero sabemos que:
V(x(t+1)=Ulx(t +1),x" (e +2))+ prix' (¢ +2))

Derivando respecto a x(t+1) y usando el teorema de la envolvente tenemos:
V(e +1) = U, (e +1),x" (1 + 2))

Teorema de la envolvente aplicado a este caso:

-~~~ Efecto “directo” = U,(.)
x(t+1)

|

\
N\
\
\

(e +2) " Efecto “indirecto” = U,(.)+ gV'(.)=0 1

Ulx(t +1),x"(t +2))+ prix' (¢ +2))



Podemos entonces reescribir la ecuacién de Euler como:
U, (x(t).x*(t+1)+ AU, (x" (1 +1).x" (1+2)) = 0

y usando la funcion de politica:

U, (x(t), 7(x(¢)))+ BU, ((x(2)), 7 (7(x(¢))) = 0

Esta formulacion muestra que en realidad estamos ante una ecuacion
funcional: la incognita no es una variable, sino una funcion n(x).

(1) Condicion de transversalidad
lim S'U, (x* (), x (¢ + 1))x* (¢)=0
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