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8 El modelo de Ramsey en tiempo
discreto

8.1Crecimiento optimo en tiempo discreto

8.1.1 Unejemplo simple
(Ejemplo 6.4 en Acemoglu 2009)
Suponemos (i) utilidad logaritmica, (ii) funcion de produccion

Cobb-Douglas, (iii) tasa de depreciacion = 1, (iv) la poblacion
no crece (n=0).



Max i,b’t log c(t)

sujeto a:  k(t+1)=k(t)* —c(t)
k(0)>0, k(t)>0, c(t)>0

La version recursiva de este problema esta dada por la
siguiente ecuacion de Bellman:

V (k(t))= max Hoglk(t)” —k(t+1))+ AV (k(t+1)}

sujeto a: k(t +1 e[O,k )“]

Notar que la funcion U (x(t), x(t +1)) de la ecuacion de
Bellman del problema (estacionario) general es en este caso:

U (x(t), x(t +1)) = log(k(t)* —k(t +1)}



Entonces, la condicion de Euler:
U, (x(t), x*(t +1))+ AU, (X (t +1), X" (t+ 2))= 0
es en este caso particular:

a-1
-1 . p ok(t +1)

(O kD) PRy —k(e2)

Lo escribimos en terminos de la funcion de politica:

-1 ar(k(t))™

k(t)” - z(k(t))

¢ Como resolver la ecuacion funcional? Conjeturar una
solucion y luego verificar. En este caso, se sugiere:




2(k(t)) = ak(t)”

Sustituyendo en la ecuacion de Euler:

1 B (11
k(t)” —ak(t)" a(k(t))" —a*(k(t)"

(e s e

Entonces, si a = S« , la conjetura propuesta verifica la
ecuacion de Euler.

La ecuacion de movimiento del capital es entonces:

k(t+1)=(k(t)) = k()"



El capital converge a un estado estacionario definido como:

k* = (ap )

La condicion de transversalidad en el problema (estacionario)
general era:

lim U, (X"(t), X' (t+1))x(t)=0

t—o

En este ejemplo particular esto es:

im o Iog(k(ta):(t—)k(t +1))k(t): )

Esta condicion se verifica ya que:



L at ak(t) ™ . a
- apr) T )

8.1.2 Crecimiento optimo en tiempo
discreto, el caso general

Max y tulclt
k(t)e ()l ;ﬂ (c(t))

sujeto a: k(t+1)= f (k(t)+({1-k(t)—c(t)
k(t)>0; k(0)>0



Supuestos:

1) F(K,L) es creciente, concava y hay rendimientos
constantes a escala, siendo f(k)=F(K,L)/L, k =K/L
2) Se cumplen las condiciones de Inada:

LirrgFK(K,L)zoo;iim F.(K,L)=0
ILirTgFL(K,L):oo ; lim F (K,L)=0
F(O,L)=0

3) La funcion de utilidad es diferenciable y estrictamente
concava.

4) Poblacion no crece (n=0)



Escribimos el problema de crecimiento 6ptimo como un
problema de programacion dinamica:

V(k(t))= max {u(f(k(t))+@-)k(t)-k(t+1))+ sV (k(t+1))}

seG(k(t))

La ecuacion de Euler es:

u'(c(t))= pv'(k(t+1))= L1 (k(t+1))+(1- &)l (c(t +1))

Reordenando términos:

TMS = ﬂu‘f'gc(t)) = f'(k(t+1))+ (1= 5)=TMT



En el optimo, la relacion de utilidades marginales de consumo
de hoy y de mafnana debe igualar a la tasa a la cual es posible
transformar bienes de hoy en bienes de mafana.

La condicion de transversalidad es:

lim 41U, (x(6), X" (t + )X (1) =0
lim B[ £*(k(t))+ Q- &)u'(c(t)k(t)=0

La ecuacion de Euler implica que en el estado estacionario:

plE (k= )+ (1-0)|=1

Es decir que el capital per capita del estado estacionario solo
depende del factor de descuento, la tecnologia y la tasa de
depreciacion del capital.
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Siendo f(k) concava, k> es Unica. Es inmediato que la
condicion de transversalidad se verifica en el estado
estacionario. Se demuestra que el sistema converge en forma

monGtona hacia (k¢ ).

8.2Crecimiento en el equilibrio
competitivo en tiempo discreto

Mostraremos que el equilibrio competitivo coincide con la
solucion del problema de crecimiento optimo.

8.2.1 Las familias

Economia integrada por gran numero de familias identicas
(“representativas”). La poblacion no crece. Las familias
resuelven:
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Max > " Bu(c(t))
sujeto a: a(t+1)=(1+r(t))a(t)—c(t)+w(t)
a(0) dado

donde: a(t) son los activos que tiene la familia; r(t) es la tasa
de retorno de esos activos y w(t) es el ingreso laboral.

La restriccion presupuestal de flujo no es suficiente: las
familias podrian endeudarse indefinidamente y no estarian
entonces restringidas en su consumo. Derivamos una
condicion “final” que impone un limite al consumo y
establece equivalencia entre la version secuencial y la
recursiva:

a(1)=(1+r(0))a(0)—c(0)+w(0)
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En el periodo siguiente:

a(2)=(1+r(1))a(@)-c)+w1)

5 o) 2w

@+r(@))

Sustituyo en la restriccion del primer periodo:

a(2)+c(1)-w(1)

1+r(@)

Reordeno términos:

=(1+r(0))a(0)-c(0)+w(0)
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Repitiendo:

- c(t) a(0) S w(t)

2o @) T e rte)
_tim 2
to Ht:o (L+r(s))

Si imponemos la condicion de que “no hay juego de Ponzi™:

im— 23t 4

to H:O (1+r(s))
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Tenemos:

. c(t) <a(0)+ S w(t)
Zt:OHts:o(l+r(S))_ ©) Zt:OHZZO(lJr r(s))

Es decir que la suma descontada del consumo es menor o
Igual a los activos iniciales mas la suma descontada de
Ingresos laborales.

Necesitamos entonces la restriccion de que no hay juego de
Ponzi para que la restriccion presupuestal de flujo imponga
efectivamente una restriccion al consumo y sea equivalente a
una restriccion presupuestal a lo largo de la vida o
Intertemporal.

Caracterizamos la regla de consumo y ahorro 6ptima de las

familias:
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Ecuacion de Bellman:
V(a(t))=max{u((@+r(t))a(t)+w(t)—a(t +1))+ AV (a(t +1))}

Analizamos las condiciones necesarias y suficientes para un
optimo: (i) Euler y (i) Transversalidad.

(i) La ecuacion de Euler es:
0 (ct) = A+ rt+ D (c(t +1))

Notar: la tasa marginal de transformacion para la familia es
simplemente 1 mas la tasa de interés.

La regla de consumo entonces es:
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c(t+1)>c(t) si 1< B@A+r(t+1))
c(t+1)=c(t) si 1=B@1+r(t+1))
c(t+1)<c(t) si 1> B@A+r(t+1))

Es decir que la pendiente del consumo es independiente de la
riqueza inicial y del sendero de ingresos laborales.

(i1) La condicion de transversalidad
En el optimo, debe verificarse que:
lim 8V (X)X (t+2)X (t)=0

lim 5w (e(t) o+ r(t))a’(t)=0

De la condicion de Euler:
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u'(clt))L+r(t)) = “'(C(; -1))

Deberia entonces cumplirse que:

lim B (c(t-1))a’(t)=0
Sigo sustituyendo hacia atras:

jim g2 4 C=2) 4y

te 1+r(t-1)

s u'(c(t—3)) .
A G-y ri-2)® Y

0
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Como la utilidad marginal del consumo inicial es una
constante positiva, la ecuacion anterior implica que:

Y esta es la condicion de que no hay juego de Ponzi en una
“forma fuerte”, es decir imponiendo igualdad en lugar de
mayor o igual.

Interpretacion: no puede ser optimo que los activos “finales”
sean estrictamente positivos. La restriccion presupuestal
Intertemporal impone so6lo un maximo a la suma descontada

19



del consumo, se puede consumir menos, pero no es 6ptimo
hacerlo.

8.2.2 Lasempresasy la produccion

Empresas competitivas con rendimientos constantes a escala:
beneficios nulos =»

Factores son remunerados segun su productividad marginal:

~ OF(K,L)
r(t)= o )

En la forma intensiva:
f(k(t))=F(K,L)/L
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Por lo tanto:

FEL) a0 k)
oK oK
En cuanto al trabajo:

W (t)=0F(K,L)/oL=0oF(K,L)/eL
En la forma intensiva:
F(K,L)=Lf(k(t))

La derivada respecto a L resulta:

21



Finalmente:  W(t)= f(k(t))-k(t)f'(k(t))

8.2.3 El equilibrio general competitivo

Se caracteriza por:

(i) Familias optimizan
(i) Empresas optimizan
(ili) Ahorro = Inversion

Optimizacion de familias y empresas implica:
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ule(t))  =AA+rt+)u(clt+1)
= L+ f(k(t+1))- )’ (c(t +1))

Esta es la misma condicion de Euler que obtuvimos al resolver
el problema de crecimiento optimo.
A su vez, la condicion de transversalidad de las familias es:

lim g ( X1+r

t—)oo

y en el equilibrio se cumple que:
(i) a(t) =k(t)
(ii) r(t)= f'(k(t))-0o

Entonces obtenemos:
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lim A’ (c(t) ) £ (k(t)+1-8)K"(t)=0

t—)oo

que es la condicion de transversalidad del problema de

crecimiento optimo.
Conclusion: la economia competitiva genera el sendero de

capital y consumo que produce el crecimiento socialmente
optimo.
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